CALCULO /
AULA 2

DEFINICAO E PROPRIEDADES




LIMITE

1. IDEIA INTUITIVA DE LIMITE

I) Considere uma figura de forma quadrada de area igual a 1:
; 2 u iz i i

a) Continuando esse processo sucessivamente € indefinidamente, a regido colorida vai preenchendo
quase todo o quadrado inicial, isto €, a drea vai se aproximando de 1, ou seja, vai tendendo a 1 : 72; %; 7/8;
15/16; 31/32; 63/64........

1
Vamos
— colorir
1
Observacoes:

b) Quando dizemos que a area da regido colorida tende a 1, significa que ela se aproxima de 1, sem no
entanto assumir esse valor.
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IT) Observe o grafico da funcdo f: R — R, definida por f(x) =x+3
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Notamos que, para valores de x cada vez mais proximo de 2, temos valores de f (x) cada vez mais
proximos de 5. Isso ocorre tanto quando x tende a 2 pela esquerda, isto €, se aproxima por valores menores que
2, como x tende a 2 pela direita, isto €, se aproxima por valores maiores que 2.
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A notagao fica;

a) }LI? X+3=3 16-se: o limite de f (x), quando x tende a 2 pela esquerda, é igual a 5.

b) lim x+3 =35 1g-se: o limite de f(x), quando x tende a 2 pela direita, ¢ igual a 5.

x—2"
¢) Os limites a esquerda e a direita sdo chamados de limites laterais

d) Por isso, dizemos que o limite de f (x) quando x tende a 2, € 5
¢) Em simbolos: Iimx+3=35

x—2
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2. NOTACAQ DE LIMITE

Se feuma funcio e @ um mimero, anatagio:

lim 7 ()= L‘

Entende-se como “ o limite de fd quando x tende ag 6 17, 15to €, ) se aproxima do mimero L quando x
seaproxima de &

(-

.2
Exemplo 1: lim x* =9

x—d flx)y=x?
fix)
Y
A
Jfix)
0 -
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| - 3% _ x4
Exemplo 2: Corsidere o problema de determinar o limitede f(x) = para x—2:

Esta funcdio esti definida Vx e R-{2} . Isto significa que néo podemos estabelece wma imagem quando x
assume a valar 2.

2-2 0
0 . , . .
Obs: 5 simboliza umna hdeterminacio matematica,
]jmaxz—d,x—il: :
X I—Z

Como a vartavel X nfo pode assumir o valor 2 na fungfo f, vamos estudar o comportamento desta funcfo
quando x esth muite praxima de 2, em outras palavras, queremos responder a seguinte pergunta:

Qual o comportamento da funglio f quando x assume valores mutto proximos (ou numa vizinhanca) de 2,
porém diferentes de 27
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Tabelas de aproximagoes

As tabelas de aproximacho sfo utilizadas para aproximar o valor da tmagem de uma funco (se existir)
quando a vanavel ¥ se aproxima de um determinado ponto.

Atribuindo a x valores prozimos de 2, porém menores (pela esquerda) do que 2 (tabela &)

X Pl 125 | 150 | 175 ] 1,9 E 199 | 1,999
3 - dx -4
flx)= -i;—}- 51575 650 | 725 | 770 | 797 | 1997
' (x<2)
Atribuindo a x valores prozimos de 2, porém maiores (pela diretta) do que 2: (tabela B)
X 3] 275 250 ] 225 | 210 | 2010 | 2001
i -dx -4
flx)=2 "; L1025 | 950 | 875 | 830 | 803 | 8,003
X - (x>2)
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Observe que podemos tornar f (x) tdo proximo de 8 quanto desejarmos, bastando para 1sso tomarmos x
suficientemente proximo de 2. De outra forma, convencionaremos:

“O limite da funcio f (x) quando x se aproxima de (tende a) 2 é igual a 8 ”.

Evidentemente

im 3x2—4x—4 _
x—2 x—2

8

Serd necessario sempre construir tabelas de aproximagoes para determinar o limite de uma fungao, caso
ele exista?

Nao! H4 uma forma bem mais simples, como veremos a seguir.
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3. CALCULO DE LIMITES QUANDO O NUMERADOR E DENOMINADOR TENDEM A ZERO [%J

Para simplificar a expressio vocd deve utihizar fatoracio, conjugado de radical, disposttwo pratico de Briot
Reiffini para dividir polindmios, ete.. antes de efetuarmos a substituicio.

Elimmacio da indeterminacio

- 4
Lk SRR CL et L) SR TN S S

=2 x—2 x—=2 (I/f x—=2

sy =3 +2
fea onde ¥ =4
8 Fonto @, &) o xeluido
do grifico
i)
A0
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2

Exempio 3: Calcular 11111
r+5-3

Solicdo

2

Observe gue J1X1=

wio é definida para X = 2, e o numerador € denommador da fracdo
X'+5-3

tendem @ Zero quando X se apraxime de 2.

Mudtiplicando o mumerador e o denominador da fracdo pelo conpugado do denaminadar:

7 _ II—EII"-JIE+5+3I I_',!:—2||4,||x2-|-5+3|

i ———=lim = lim

P53 P R -3 4543 |.,ﬂx2_|_5|2_33
x-21fxt +5+3] |x— 2u#f+ﬁ+3| Iﬁﬁ}fdf+5+3|
11'1'1

lim = lim

Py, xz+5_9 _x—ﬂ x? 4 el //QHI-I-ZI

Hmdf+5+3_J?+5+3_3

= x+2 242 2

07/07/2026 Aula 2 10



gssa como [ esta definido em a fnem

Na determinacdo do {imite de fix), quando x tende para a, nio &
é como festd definido pavra valores de x na

fer
mesmo se fesia realmente definido). A unica coisa que nteressa o
vizinhaiea de a. De fafe, podemos distinguiv trés casos poss Vels como segue

Caso 1 - festa definida ema e fa)=L

Erlimx+2=4

-
=i

Aqui, festadefinidaem 2 e /v2) =4 Quando xtends a 2, x - 2. clamamente tende a 4. entdo im fix) =
4. O mesamo valor que a fungdo fassumeemx =2

} r i

/.

*_.,.:-" fr_l.'}-—._;r; —+ 2

B e
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Caso I - fnio esta defmnida emn o

. >
Ex. f(x) = i_lf‘:g’jjJr :

=x+ 2

|
I
|
I
|
]
X 2
Aquy, fnio esta definida em 2, mas parax =2
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Caso 3 - festa definida emae f(a)# L

r+2 sex#E?

% f(x)={

lim x+2=4 f(Hh=6
r—Z

& Fex=2

Aqui, o limite de ffx) quando % tende a doisnfo é omesmo que o valor da fungioem xz =2

Dizemos que a fungio é continua em x = 2 no caso 1, e nfio é continua em % = 2 no caso 2 eno caso 3.
“Nos 1rés casos existe fimite, mesmo a funcio nio sendo continna no caso 2 e 3. Para existir limite, basta gie o8
limites laterais sefam ignois”

Obs: Na wueia 3 foalaremos em continuidade e limites Iaterais com muais profundidade
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Exemplo 4: Considere a fincdo [ R— R tal que ffx) x7- 4 € o seu grdfico:

R
.

_m_ - ’
ol

3.1
Sendo que o dominio de [ x ) é conjrrto dos reimeros reais, gue f{ 3 ) = 5 e quie os valores de
wn de 5, conforme mostra a tabela, para valores de x praximos de 3, entdo li-I:.I31 fx)=3 [{x ) se apracim:
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Exemplo 5: Considere afungdo R =R | tal que Jx)

A Y

27

47

2.8

45

24

19

3.3

10,89

3.2

10,24

3,1

9 61
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Observacao:
a) Quando x tende a 3, com valores menores de 3, ou seja,
pela esquerda, o limite € 5.

lim f(x)=5

x—>3

b) Quando x tende a 3, com valores maiores de 3, ou seja,
pela direita, o limite € 9.

lim £(x)=9
x—3"

c) Neste caso, nao existe o limite de f (x) quando x tende a 3,
embora f (x) seja definida para x = 3. Para que o limite de f
(x) exista, € necessario que f (x) se aproxime de um mesmo
numero, seja pela esquerda ou pela direita.
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X5 x <2
Exemplo 6: Considere a fincdo 7 R—= R, fal gue Jlx)= {2,5‘5’ .
47
[
14 _

*«f;_:

Observacio;

a) Quando x tende a 2 para valores menores que 2, isto & pela esquerda, o limute de fx) e 2.

lilgl_f(x):Z

b) Quandox tende a 2 para valores maiores que 2, 1sto €, pela diretta, o limite de fi) &2, 1i1£1+ flx)=2
iy
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4. PROPRIEDADES BASICAS DOS LIMITES DE FUNCOES

Suponha que llinf(x) =L e que limg(x) =M , entdo:

1) Limite da Soma e da Diferenca

lim| f(x)+g(x)|=lim f(x)+limg (x)=L+M

xX—>a xX—a

lim| f(x)-g(x)]=lim f(x)~limg(x)=L-M

xX—a xX—>a

2) Limite de uma constante multiplicada por uma funcio

lim[cf (X )] = C%EB S/ (X ) =cL (¢ & uma constante qualquer)

xX—>a

3) Limite do produto

lim{ /(x). g(x)]=|lim f (x) || img(x) |= 2. M

xX—>a xX—>a X—>a

4) Limite do quociente

. ~ - . L f(x)_}cifc}f(x)
Se }Cl_tgg(x) =M # 0, entdo }cl_r}al[f(x)g(x)} = £1_I)1a1 g(x) = limg(x)

X—a
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3) Limitede uma potencia
lﬂnh |: f |~xf:|:| = |:1£}11 f |~xj} =L" (né um inteiro positivo qual quer)

6) Limitedeuma raiz

lim {/_.i" (x)= {r]im_,i"lax} =4I wl>0e 1 éuminkin pozitivo par, cuze L=0 & n éum
T~k ' e

inteiro positive mpar.

T} Limitede uma funcio modular

| ()| Jim (¥

r
L

§) Limitedeuma constante

ljﬂ C=C (¢ 2 uma constante qualquer)
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9) Limite de uma fung¢ao polinomial
lim f(x)=fa)
=
10) Limite do logaritmo
limlog, f(x)=log, lim f(x} comO<b=z1 e limf{x)>0
A=

A= A=

1)

Sehéumafuncao tal que h {x )= 11 x ) évalido para todos os valores de x pertencentes 4
algum intervalo ao redor de a |, excluindo ovalor x = a, entao:

lmA(x)=hm /(x)=L

k= K=
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Consideracoes Finais

O limite de uma fun¢do ¢ usado para estudar o
comportamento da func¢do proximo de um ponto
que, muitas vezes, nao pertence ao dominio da
funcao.

Na aula de hoje formalizamos o conceito de limite
de uma func¢do. Vimos também alguns exemplos de
como mostramos que o limite de uma funcao f(x)
quando x tende a a ¢ L € como podemos usar suas
propriedades!
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Exercicios:

2

. X 4x-3
1) Caloular m
wloxt]

2} Calewlar os limites

o) lim(x* =55 +4)
=2 '

) lim—=—
a0 =]

07/07/2026

3002
-x+1

l[im
Z = 1-2x

4 lim(3x° -4

i=d

Aula 2

Resp.! !

0

Resp.rgg-2,0)-1,¢) 3. d) 8
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3 Determie:
lim 7
EI”J r—d
,

B lim =

| 3

o) lim (5x7 + x)
n—ud '

& lim({x* —x7 +x% +1)
x==0" '

g) im(x—1).(4—x)

i—3
o x%+3x+2
b, lim =
il + 51+ 4
] A
g) Lim
a3 v 4] Resp.: a) 7, bl 245, ¢ 42, d) 1, 8)2,

) lim 481 13 g) 27, h) 3,0 2-42

=1

i) 1i1111 1" NI+ x —Af3—x '}
payll! )
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» 7(x) Sx” —6x° + 3x y
4 Dercier 0 = L celenle
) Jfing 7?4 3y

o i f(x)

p lm f(x)
—1"
Besp.ra) 2/3,8) 1475, ) 1175

2} !.:iﬂz]f (x)

5) Calerde oz limites abaicor
R o —dx+3 =1
a0 lim olm— <o lim
) 24+x et X —x—6 o 5x—5
8+ xt 16 CoNx-1
0 lim 21 11m litT1
:I;-:—}—Ed]._xz :I;-:—}E S_f fjl =l oyv—1
]
2 lim — =X Wlim 22 Dlim N2+ x
A==l ey ||I2+.'.5.f =T xg_il.g =4 5y

Resp.ra) 4,0) /5, ¢) 3/5,d) 3.e) &3, § 172, 8) 4/3, b) —1/56, i) —1/3
24
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S B e o e . Determine:
! ' !

a)lim f(x) =

b e
o e)lim £ (x) =

T alim () -

x—1
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ﬁ i i E
5 4 3 2 -
Determine:

a)lim f(x) =

x—>—2
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LV I N ‘-.ﬂ L

‘e

.'!'3 B

\
L) | ro-

Determine:

a) lim f(x) = c)lim f(x) =

x—>—4 X2

b) lim f(x) = d)lim f(x) =
07/())67_/;6126 4 e



9)
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¥
i :II
. H
11
N f
l .Y
I SRR EAN Determin e
; | - etermine:
2 ' " -
| I lim f(x) =
x—3
i .
: | b)lim f(x) =
"'--__=_3 | x—&
& |
.
T\
1 .I i
= {1
I |



10)

-4

Determine:

a) lim £ (x) =

x—>—4

b)lim f(x) =

x—>—3
07/07/2026
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c)lim f(x) =

x——1

d)lim f(x) =

x—1
4

29



11)

/ b 1 I'
/ | | | ‘ | ‘l.
-‘;:' -3 =2 s I .. 3
o -3 ’
=5
Determine: "
im =
@) lim £ (x) = s ()
s d)lim f(x) =
b) lim f(x)= )x—’z /(%)
i e)lim 1 (x) =
07/07/2026 4
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