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Leis de Conservação da Mecânica dos Fluidos aplicadas à Hidrodinâmica do Navio 

 

 

Através das leis de conservação é possível compreender como o fluido se move e como 

ele responde à ação de forças externas. Conforme o fluido se move, ele necessariamente 

tem de seguir as leis da Física. Três propriedades fundamentais são conservadas quando 

um fluido se move:  

1 - Conservação de massa – a massa não pode ser criada ou desaparecida 

2 - Conservação de quantidade de movimento atendendo aos princípios da lei 

fundamental da dinâmica de Isaac Newton 

3 - Conservação de energia, que assim como a massa, não pode ser criada ou 

desaparecida. 

Tipicamente em estudos da Hidrodinâmica do Navio, apenas os princípios de 

conservação de massa e da quantidade de movimento são empregados. A conservação 

de energia é empregada em casos mais complicados onde geralmente a temperatura é 

uma variável importante e será tratado em outra nota de aula quando estudando os 

princípios da geração de força em propulsores marítimos. 

 

I – Lei da Conservação de Massa 

 

Em mecânica dos fluidos a massa, m, de um fluido é geralmente relacionada com sua 

unidade de volume, Vol (em coordenadas cartesianas 𝛥𝑥, 𝛥𝑦, 𝛥𝑧), através de sua 

densidade absoluta ou massa específica, ρ. 

𝑚 = 𝜌𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

O princípio de conservação de massa é aplicado a um volume fixo no espaço de forma 

arbitrária que contém fluido. Este volume é chamado de “Volume de controle”. O fluido 

pode entrar ou sair do volume de controle. 

Considere inicialmente que o escoamento seja unidirecional, ou 1D, ou seja, está 

passando apenas em uma direção em um dado instante de tempo, por exemplo, na 

direção x.  

Para ilustrar o caso, na figura abaixo é apresentado este volume de controle, no caso 

escolhido um cubo, em um dado sistema e verifica-se que o escoamento está entrando 

e saindo do volume de controle na direção x. Definindo as dimensões do cubo por 

𝛥𝑥, 𝛥𝑦, 𝛥𝑧 e as velocidades de entrada e saída por 𝑢1�蜐夀e 𝑢

𝛥𝑧
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A lei de conservação de massa estabelece que se existir diferença numérica no tempo 

entre a quantidade de massa que entra e a quantidade de massa que sai então existe 

variação de massa. Por exemplo, se existir maior quantidade de água entrando do que 

saindo em um tanque, o tanque se tornará mais cheio e mais pesado, ou seja: 

𝑚̇𝑜𝑢𝑡 − 𝑚̇𝑖𝑛 = 𝑚̇𝑐𝑢𝑏𝑜 

No lado esquerdo da equação tem-se a diferença entre a vazão mássica que passa pelas 

superfícies do cubo, ou a taxa de quantidade de fluido por unidade de tempo, que passa 

pelas faces de entrada e de saída e no lado direito tem-se a variação de massa no interior 

do cubo. A vazão mássica, ou a taxa de quantidade de fluido por unidade de tempo, que 

passa por uma face, 𝛥𝑦. 𝛥𝑧, de uma superfície de controle (ou seja, uma janela de 

observação de uma face de um cubo fixo no espaço), é: 

𝑚̇ = 𝜌𝑢𝐴, 

Onde 𝑢 =
𝛥𝑥

𝛥𝑡
   e 𝐴 =  𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

Então: 

𝑚̇𝑜𝑢𝑡 = 𝜌2𝑢2𝐴2 

𝑚̇𝑖𝑛 = 𝜌1𝑢1𝐴1 

No lado direito da equação tem-se um cubo com dimensões (𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧) fixas, então: 

𝑚̇𝑐𝑢𝑏𝑜 =
𝛥𝑚

𝛥𝑡
=  

𝛥𝜌

𝛥𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

Verifica-se que a conservação de massa é uma lei de conservação local: isto é, além de a 

massa total ser conservada, uma quantia de massa não pode ir de um ponto A ao ponto 
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B sem passar pelo espaço entre esses pontos. Isso significa que podemos relacionar a 

variação de massa de uma região com o fluxo total de massa fora dessa região. 

Então, o princípio da conservação de massa: 

𝑚̇𝑜𝑢𝑡 − 𝑚̇𝑖𝑛 = 𝑚̇𝑐𝑢𝑏𝑜 

É dado por: 

𝜌2𝑢2𝐴2 − 𝜌1𝑢1𝐴1 = −
𝛥𝜌

𝛥𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

No lado direito da equação foi acrescentado o sinal negativo porque intuitivamente em 

se considerando que exista mais massa saindo do que entrando, que dá o sinal positivo 

para a equação do lado esquerdo, então no interior do cubo deveria existir massa 

diminuindo. 

Geometricamente no volume de controle escolhido 𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧, tem-se as superfícies de 

controle 𝐴2 = 𝐴1 = 𝛥𝑦. 𝛥𝑧, ou seja, a equação pode ser reescrita através de: 

(𝜌2𝑢2 − 𝜌1𝑢1)𝛥𝑦. 𝛥𝑧 = −
𝛥𝜌

𝛥𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

Ou seja, no lado esquerdo da equação tem-se as vazões do escoamento que passam 

pelas superfícies e no lado direito tem-se a razão de mudança de massa no interior do 

cubo. 

É importante lembrar que em cálculo estamos mais interessados na variação de uma 

quantidade do que na quantidade necessariamente, então,  fazendo: 

(𝜌2𝑢2 − 𝜌1𝑢1) = −𝛥(𝜌𝑢) 

A lei de conservação de massa para o caso 1D (no exemplo, na direção x) passa a ser: 

𝛥(𝜌𝑢)𝛥𝑦. 𝛥𝑧 = −
𝛥𝜌

𝛥𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

Para o caso 3D, basta apenas somar as variações de vazão encontradas nas outras faces 

do cubo, ou seja: 

𝛥(𝜌𝑢)𝛥𝑦. 𝛥𝑧 +  𝛥(𝜌𝑣)𝛥𝑥. 𝛥𝑧 +  𝛥(𝜌𝑤)𝛥𝑥. 𝛥𝑦 = −
𝛥𝜌

𝛥𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

Onde 𝑣 é a velocidade na direção y e 𝑤 a velocidade na direção z 

Agora, dividindo toda a expressão por 𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 

𝛥(𝜌𝑢)

𝛥𝑥
+  

𝛥(𝜌𝑣)

 𝛥𝑦
+  

𝛥(𝜌𝑤)

𝛥𝑧
= −

𝛥𝜌

𝛥𝑡
 

Reescrevendo na forma diferencial, a expressão da conservação da massa é dada com  

𝛥 → 0,
Δ(. )

Δ(. )
→

𝜕(. )

𝜕(. )
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Resultando em: 

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+  

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= −

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 

Ou: 

∇(𝜌𝑉) +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 

Onde o operador ∇, denota em coordenadas cartesianas 

𝜕

𝜕𝑥
+  

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

V é o vetor velocidade com suas componentes u, v e w ao longo de x, y e z. 

Na forma integral a conservação de massa é expressa por: 

∬ 𝜌(𝑉. 𝑛̂)𝑑𝐴 = −
𝑑

𝑑𝑡
∭ 𝜌 𝑑𝑉𝑜𝑙  

Onde 𝑛̂ é o vetor unitário ortogonal à face da área escolhida. Essa equação pode também 

ser obtida através do princípio da divergência de Gauss. 

A Lei de conservação da massa também é conhecida com equação da continuidade. Esta 

equação se aplica a qualquer fluido. 

Felizmente, no caso da hidrodinâmica do navio o fluido seja ar ou água ele será 

incompressível, ou seja, será impossível alterar a sua densidade absoluta, e neste caso, 

tem-se: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 

e a densidade absoluta 𝜌 é uma constante que, portanto, sai fora das derivadas parciais 

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+  

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 𝜌 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) 

Resultando na equação: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

Ou  

∇. V = 0 

Verifica-se, podendo até parecer estranho para um leigo, que a densidade absoluta não 

aparece nos termos da Lei de conservação de massa, sendo esta lei aplicada 

simplesmente ao balanceamento das derivadas espaciais das velocidades locais. O que 
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se observa no termo 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 , quando positivo, é que existe massa saindo na direção x, no 

termo 
𝜕𝑣

𝜕𝑦
, massa saindo na direção y e 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 massa saindo na direção z. 

Dando uma interpretação física ainda mais simples, por exemplo no caso 1D, 

apresentado na figura abaixo 

 

na direção x, necessariamente para o caso do escoamento incompressível, tem-se 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

0, então o que entra de massa no interior do volume de controle tem de ser exatamente 

o que sai, ou seja, não pode existir variação de velocidade na entrada e na saída. 

Para o caso 2D, representado na figura abaixo, considerando a entrada apenas na direção 

x, mas fechando sua saída nesta direção, e forçando a saída em uma única janela na 

direção y, como apresentado na figura abaixo: 

 

Neste caso tem-se uma velocidade diferente de zero na direção x, mas negativa, porque 

a normal da superfície aponta em sentido oposto ao da velocidade u, que é equilibrada 

por uma velocidade de saída na direção y também diferente de zero, mas positiva 

- 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 

Por último, o caso 3D, fazendo a entrada apenas na direção x, mas permitindo a saída 

em uma única janela na direção y e outra única janela na direção z,  
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o balanceamento será dado por: 

- 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

Observação: Em todos os três casos foram necessárias para a aplicação da Lei de 

conservação de massa apenas as o conhecimento das variações da velocidade no espaço 

e não da velocidade propriamente. 
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II – A lei de conservação da quantidade de movimento 

A lei da conservação da quantidade de movimento pode ser expressa na forma diferencial 

aplicando-se diretamente a segunda Lei de Newton em um elemento de fluido infinitesimal. 

Newton estabeleceu que qualquer variação de quantidade de movimento de um objeto é devido 

à ação de alguma força externa, sem a ação de uma força externa a quantidade de movimento 

se mante contante. 

𝐷(𝑚𝑉)

𝐷𝑡
=  𝐹 

Em mecânica dos fluidos um elemento de massa, dm, pode não ser constante em um 

dado sistema. 

A equação acima é bem conhecida por todo aluno que terminou o ensino fundamental, 

e ela está apresentada sob a perspectiva langrangeana. Sob a perspectiva euleriana, a 

derivada acima é a derivada material, portanto, torna-se necessária a inclusão da 

derivada convectiva a ser inserida na derivada material, porque nossa janela de 

observação está fixa no espaço. 

A derivada material, derivada substantiva ou derivada total 

O termo 𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
 é conhecido como a derivada material, substantiva ou total, que na 

concepção euleriana é composta da tradicional variação da velocidade no tempo, 

também conhecida como aceleração local, e de uma derivada convectiva, indicando que 

existe um gradiente neste parâmetro, como será visto a seguir. 

Começando com um exemplo simples, considere um tubo convergente, como 

apresentado na figura abaixo, na qual existe o escoamento de um fluido incompressível, 

tendo as velocidades (u1 e u2), densidades (𝜌1𝑒 𝜌2) e áreas (A1 e A2), conhecidas. O 

escoamento entra por uma abertura maior que na saída.  
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Aplicando a Lei de Conservação de massa, para o escoamento incompressível, tem-se 

𝜌2𝑢2𝐴2 − 𝜌1𝑢1𝐴1 = 0 

Como o fluido é incompressível 𝜌1 =  𝜌2, 

𝑢2𝐴2 = 𝑢1𝐴1 

Mas 𝐴1 > 𝐴2, então 𝑢2 > 𝑢1, ou seja, a velocidade na saída tem de ser maior que na 

entrada. Essa variação de velocidade representa aceleração do escoamento, e 

aceleração indica o aparecimento de uma força. 

Na concepção langrangeana acompanhamos uma partícula fluida e verifica-se 

facilmente que 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
≠ 0, ou seja, existe uma força atuando na partícula. 

Na concepção euleriana, observa-se a velocidade a partir de uma janela fixa no espaço. 

E nesse caso, em cada janela de observação, as velocidades não variam, ou seja, 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0, 

ou seja, o escoamento é permanente e, não varia no tempo. Alguém poderia pensar que 

não existe força atuando no escoamento. Esse pensamento é errado, porque na 

abordagem euleriana a derivada temporal tem de ser ajustada. A abordagem euleriana, 

traz uma série de benefícios, mas a facilidade matemática não está entre esses 

benefícios. 

Fazendo um exemplo simples para entendimento da abordagem langrangeana e da 

euleriana, para um sólido, no caso uma bola descendo uma rampa, desprezando-se o 

atrito e sob ação da aceleração da gravidade. As velocidades são medidas em três 

instantes do tempo, como apresentado na figura abaixo 

 

Neste caso tem-se o famoso MUV (movimento uniformemente variado) e 𝑢1 < 𝑢2 < 𝑢3 

devido apenas à ação da força da gravidade.  

Na abordagem langrangeana acompanha-se a bola, e o gráfico da velocidade em função 

do tempo é dado pela figura abaixo, sendo a inclinação da curva a aceleração da bola 

que está sendo acompanhada. Claramente a existência da força é observada. 
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Na concepção euleriana, uma janela de observação no espaço é escolhida, por exemplo, 

no ponto 2, como indicado na figura abaixo 

 

Dando-se um zoom na janela, observa-se que a bola antes de passar por ela, tem uma 

velocidade um pouco menor e ao passar por ela, uma velocidade um pouco maior 

 

Mas ao passar pela janela a velocidade é sempre constante, então o gráfico da 

velocidade no tempo é dado pela figura abaixo, aparentemente indicando que não existe 

força atuando 
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Mas a força existe, ela não estava aparecendo porque estava faltando os termos de 

aceleração convectiva. Quando plotando os gráficos da velocidade em função espaço, 

no caso, x e y, como apresentado abaixo, claramente é observada a variação de 

velocidade, através da inclinação da função e a existência de uma força atuando 

 

No caso ilustrado acima a aceleração é constante, o ângulo de inclinação da função que 

define a variação das velocidades em x e y é constante, mas poderia não ser. 

A forma como se apresenta a aceleração convectiva em x pode ser feita analisando as 

unidades de medida na direção x, pode-se verificar que: 

∆𝑢

∆𝑡
=

∆𝑢

∆𝑡

∆𝑥

∆𝑥
=

∆𝑥

∆𝑡

∆𝑢

∆𝑥
= 𝑢

∆𝑢

∆𝑥
 

De forma similar a aceleração convectiva em x,  na direção y  tem-se 

∆𝑢

∆𝑡
=

∆𝑢

∆𝑡

∆𝑦

∆𝑦
=

∆𝑦

∆𝑡

∆𝑢

∆𝑦
= 𝑣

∆𝑢

∆𝑦
 

Estas variações de velocidade são diferenças medidas justamente antes de entrar em 

uma janela de observação e logo após sair dela.  

Ou seja, ao fixar o observador no espaço (x,y,z) , na abordagem euleriana, a aceleração 

total em x, fazendo 𝛥 → 0, é dada por: 

  

𝑎𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
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As acelerações nas direções y e z, serão respectivamente 

𝑎𝑦 =
𝜕𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
 

 

𝑎𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

 

Caso o escoamento seja permanente, tem-se 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0, 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0 e 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 0 

 

Forças atuantes em um elemento fluido 

Em mecânica dos fluidos é comum pensar em termos relacionados à unidade de volume, 

onde o observador está uma janela de observação arbitrária no interior desse volume, 

independentemente de quão grande seja esta janela de observação. Então a segunda lei 

de Newton passa a ser descrita por 

𝐷 (
𝑚

𝑉𝑜𝑙
𝑉)

𝐷𝑡
=  

𝐹

𝑉𝑜𝑙
 

Mas, 
𝑚

𝑉𝑜𝑙
= 𝜌 então a derivada material passa a ser 

𝐷(𝜌𝑉)

𝐷𝑡
=  

𝐹

𝑉𝑜𝑙
 

Do lado esquerdo tem-se a aceleração total do fluido, vista anteriormente, e do lado 

direito qualquer força que tenha alterado a seu movimento. 

Na hidrodinâmica do navio, o escoamento é incompressível, então 

𝜌
𝐷(𝑉)

𝐷𝑡
=  

𝐹

𝑉𝑜𝑙
 

Apesar desta equação ser aparentemente simples, existe uma série de complexidades 

do lado direito. 

De onde as forças externas podem vir? 

Considerando um objeto sólido, por exemplo, um cubo, como é possível fazer este cubo 

se mover? 
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Uma das opções é tocar o cubo, e então tem-se forças superficiais. As forças superficiais 

podem ser divididas em forças normais e em forças tangenciais 

 

A outra opção para mover o cubo é através de forças de corpo, no qual será possível 

mover o cubo sem a necessidade de tocar o mesmo, exemplo, através do emprego de 

forças eletromagnéticas ou de força gravitacional. 

 

As forças normais ou de pressão 

Em mecânica dos fluidos, as forças normais são geralmente associadas as forças de 

pressão, as forças tangenciais são associadas à tensão de cisalhamento, ou fricção, dada 

pela viscosidade e as forças de corpo estão associadas às forças gravitacionais, 

magnéticas etc. 

A força de pressão resulta das colisões das partículas do fluido com as superfícies de 

controle com as quais está em contacto. A Lei de Pascal mostra que as forças de pressão 

exercidas por um fluido em equilíbrio sobre as superfícies com as quais contacta 

exercem-se perpendicularmente a essas superfícies. 

Considerando, por exemplo, um cubo, as forças superficiais normais, atuam 

perpendicular as superfícies do cubo, sendo denotadas pela letra grega 𝜎, geralmente 

com dois índices 𝜎𝑖𝑗, o primeiro (i) índice denota o sentido normal da superfície 

escolhida, e o segundo índice (j) denota o sentido da componente de força.  

 

Em mecânica dos fluidos a pressão é responsável pela alteração do movimento dos fluidos. 

Considerando, inicialmente o movimento do fluido apenas em uma direção, no caso x, em um 
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volume de controle, onde exista uma pressão maior (p1) exercida na superfície de entrada e uma 

pressão menor (p2) na superfície de saída, como ilustrado na figura abaixo. Existe, portanto, uma 

diferença de pressão e diferença de pressão gera força que vai gerar aceleração que vai alterar o 

movimento do fluido. 

 

 

Lembrando que: 

𝑝 =  
𝐹

𝐴
   ou 𝐹 =  𝑝𝐴 

 

Onde p é pressão, F é Força e A um elemento de área 

Considerando o volume de controle, que no caso é um cubo, tem-se que a força na 

direção x é dada por 

𝐹𝑥 = 𝑝2𝐴2 − 𝑝1𝐴1 

No caso particular tem-se 𝐴2 = 𝐴1 = ∆𝑦∆𝑧 

Então: 

𝐹𝑥 = (𝑝2 − 𝑝1)∆𝑦∆𝑧 

Fazendo (𝑝2 − 𝑝1) = ∆𝑝 

Tem-se 

𝐹𝑥 = ∆𝑝∆𝑦∆𝑧 

Se o sinal da força for negativo, significa que ela começa com uma intensidade maior na 

entrada e tem uma intensidade menor na saída. 

Em mecânica dos fluidos trabalha-se com unidade de volume. Então a força por unidade 

de volume é: 
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𝐹𝑥

∆𝑥∆𝑦∆𝑧
=

∆𝑝

∆𝑥
 

Fazendo 𝛥 → 0 

𝐹𝑥

𝐷𝑉𝑜𝑙
=

𝜕𝑝

𝜕𝑥
 

Existem ainda duas outras forças para as componentes na direção y e z 

𝐹𝑦

𝐷𝑉𝑜𝑙
=

𝜕𝑝

𝜕𝑦
 

𝐹𝑧

𝐷𝑉𝑜𝑙
=

𝜕𝑝

𝜕𝑧
 

Então a segunda lei de Newton, apenas com as forças de pressão, passa a ser descrita, 

por unidade de volume, para um escoamento incompressível, com uma pressão maior 

na entrada, por: 

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
 

𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
 

𝜌
𝐷𝑤

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
 

 

As forças tangenciais, também conhecidas como forças friccionais ou viscosas  

As forças tangenciais são geralmente denotadas pela letra grega τ, com dois índices 𝜏𝑖𝑗, 

o índice i denota o sentido da normal à superfície escolhida onde a força atua e índice j 

o sentido da força como ilustrado abaixo 

 

 

As forças tangencias estão relacionadas aos efeitos viscosos. Para ilustrar imagine dois 

trens viajando em diferentes velocidades, 𝑢1 e 𝑢2, como ilustrado na figura abaixo, e, 
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que algum destes trens você se encontra. No entanto, você verifica que está no trem 

errado (o trem 1) e não tem tempo para esperar outro trem, e que o seu trem desejado 

é que o está passando por você agora (trem2). Então você tem uma ideia estúpida e 

decide saltar de um trem para outro. Com isto você realiza uma alteração de quantidade 

de movimento em ambos os trens. A sua velocidade original era 𝑢1 e sua nova 

velocidade passou a ser 𝑢2. Da segunda lei de Newton, sabe-se que se existe alteração 

de velocidade existe uma força atuando sobre você. Se os dois trens tivessem a mesma 

velocidade esta força não existiria. 

 

Isto é análogo ao que acontece com as forças viscosas em um fluido. Considere o 

escoamento em torno de uma parede, como apresentado na figura abaixo, próximo à 

parede o escoamento tem velocidade menor e mais distante da parede tem velocidade 

maior.  As pessoas dentro do trem podem ser vistas como partículas fluidas saltando de 

uma camada de diferente velocidade para outra, quando saltam de uma camada para 

outra elas têm de ser aceleradas, impactando em uma força, esta força é chamada de 

força viscosa. Para que exista força viscosa é necessária a existência de diferentes 

velocidades adjacentes. 

 

A força viscosa está relacionada a tensão de cisalhamento, mas a tensão de cisalhamento 

também é uma força dividida por unidade de área, assim como a pressão. 

𝜏 =  
𝐹

𝐴
   ou   𝐹 =  𝜏𝐴 

Então, para um escoamento na direção x, tem-se 
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𝜏𝑦𝑥 =  
𝐹𝑥

𝐴
=

𝑚

𝐴

∆𝑢

∆𝑡
 

 

O termo 
∆𝑢

∆𝑡
 é relacionado a ∆𝑦. 

Então multiplicando pela unidade 
∆𝑦

∆𝑦
 , sem alterar o resultado, tem-se 

∆𝑢

∆𝑡
=

∆𝑢

∆𝑡

∆𝑦

∆𝑦
→

∆𝑦

∆𝑡

∆𝑢

∆𝑦
 

Então 

𝜏𝑦𝑥 =
𝑚

𝐴

∆𝑢

∆𝑡
=

𝑚

𝐴

∆𝑦

∆𝑡

∆𝑢

∆𝑦
 

 

Em física o valor 
𝑚

𝐴

∆𝑦

∆𝑡
 não tem um significado, ou não existe explicação sobre o que este 

produto representa. O que se faz é obter o seu valor através de resultados empíricos 

obtidos através de medidas, resultando em uma constante empírica, que é conhecida 

como viscosidade dinâmica, com o símbolo dado pela letra grega μ. 

μ =
𝑚

𝐴

∆𝑦

∆𝑡
 

então: 

𝜏𝑦𝑥 = μ
∆𝑢

∆𝑦
 

 

Todo fluido real possui viscosidade dinâmica. Ela pode variar com a temperatura, 

pressão, altitude ou até mesmo pela tensão cisalhante local. 

Assim como no caso de pressões, é necessário que exista diferença entre tensões 

cisalhantes para exista aceleração. Se a tensão cisalhante for a mesma em cima e 

embaixo do cubo de controle, como apresentado na figura abaixo, não existirá 

aceleração em y, o cubo irá girar, mas não presenciará aceleração em y. É necessária a 

existência da diferença entre tensões cisalhantes para o aparecimento da força viscosa 
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Assim como apresentado para as forças de pressão, tem-se que a força viscosa, no caso 

1D, na direção x, será dada pela diferença entre as tensões cisalhantes. 

𝐹𝑦𝑥 = 𝜏2𝐴2 − 𝜏1𝐴1 

No caso particular tem-se 𝐴2 = 𝐴1 = ∆𝑥∆𝑧 

Então: 

𝐹𝑦𝑥 = (𝜏2 − 𝜏1)∆𝑥∆𝑧 

Mas, 𝜏2 − 𝜏1 = ∆𝜏 

𝐹𝑦𝑥 = ∆𝜏∆𝑥∆𝑧 

Em mecânica dos fluidos trabalha-se com unidade de volume. Então a força por unidade 

de volume é: 

𝐹𝑦𝑥

∆𝑥∆𝑦∆𝑧
=

∆𝜏

∆𝑦
 

 

Fazendo uso da equação calculada anteriormente 

𝜏𝑦𝑥 = μ
∆𝑢

∆𝑦
 

Tem-se 

𝐹𝑦𝑥

∆𝑥∆𝑦∆𝑧
=

∆

∆𝑦
(μ

∆𝑢

∆𝑦
) = μ

∆2𝑢

∆𝑦2
 

Fazendo 𝛥 → 0 

𝐹𝑦𝑥

𝑉𝑜𝑙
= μ

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

Esta componente é apenas um terço da força viscosa, na direção x, considerando que as 

partículas fluídas estavam saltando de camada apenas na direção y, mas elas, no caso 3 

D, podem saltar em qualquer direção e tem-se: 

𝐹𝑦𝑥

𝑉𝑜𝑙
= μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) 

 

A lei de conservação de quantidade de movimento para a direção x, incluindo as forças 

de pressão e viscosa é dada, em função do que já foi apresentado por: 

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) 

Para as direções y e z, tem-se respectivamente 

Herlon Targino
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𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ μ (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
) 

𝜌
𝐷𝑤

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ μ (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) 

Com isto tem-se a visão geral de onde surgem as forças de pressão e viscosa que atuam 

em um fluido e como elas se apresentam no sistema de coordenadas cartesiano, 

faltando ainda incluir as forças de corpo. 

 

As forças de corpo 

Em hidrodinâmica do navio as forças de corpo comuns são a gravidade e o empuxo, em 

manobra do navio as forças de Coriolis e Centrípetas são incluídas. Outro exemplo de 

força de corpo são as magnéticas, elétricas. Ou seja, as forças de corpo, podem ser de 

diferentes fontes dependendo da situação. 

A inclusão das forças gravitacionais na lei de conservação de quantidade de movimento 

é dada por 

𝐹𝑥 =  𝑚𝑔 =  𝜌∆𝑥∆𝑦∆𝑧𝑔𝑥 

Onde 𝑔𝑥 é a componente da aceleração gravitacional na direção x. 

Fazendo a força por unidade de volume tem-se 

𝐹𝑥

∆𝑥∆𝑦∆𝑧
=  𝜌𝑔𝑥 

Combinando agora as forças superficiais com as forças de corpo tem-se 

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔𝑥 

Ou 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔𝑥 

De forma similar nas direções y e z, serão respectivamente 

𝜌 (
𝜕𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ μ (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔𝑦 

 

𝜌 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ μ (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔𝑧 
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As três equações acima correspondem a famosa Equção de Navier-Stokes, que na 

forma vetorial é apresentada por 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + μ∇2𝑉 + 𝜌∇𝑔 

 

III – A lei de conservação de energia 

Pode-se dividir a energia de um sistema em duas classes distintas: a energia 

armazenada e a energia em transição. A primeira está relacionada diretamente 

relacionada com a massa do próprio sistema, e envolve as energias interna, cinética 

e potencial, a segunda classe se relaciona com a energia trocada entre sistemas, 

incluindo o calor e o trabalho. Considerando E a energia total armazenada por um 

sistema que, num intervalo de tempo, recebeu uma quantidade de calor Q e executou 
um trabalho W, a conservação desse sistema é traduzida através da expressão: 

𝐸 = 𝑄 − 𝑊 

A expressão acima é a “primeira lei da termodinâmica”.  

Então, a taxa de variação da energia por unidade de tempo é 
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝐸̇, as trocas de 

energia efetuadas com o exterior sob forma de calor, 
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝑄̇, e a de trabalho, 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
=

𝑊̇ resultando em: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑄̇ − 𝑊̇ 

O que significa dizer que a taxa de entrada, por unidade de tempo, de energia térmica 

e mecânica num sistema menos a correspondente taxa de saída deverá igualar a taxa 

de acumulação de energia no interior desse mesmo sistema 

Para relacionar estes conceitos acima com a noção de volume de controle, emprega-
se o conceito de densidade mássica de energia armazenada pelo sistema, 𝑒. 

A energia do sistema, 𝑒, 
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𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
∭ 𝑒𝜌 𝑑𝑣𝑜𝑙 + ∬ 𝑒𝜌(𝑉. 𝑛) 𝑑𝐴 

Ou seja, a taxa de transferência de energia, sob forma de calor e trabalho, para um 

instante coincidente, em um dado instante t, em um volume de controle, é igual a soma 

da taxa de aumento de energia armazenada no interior do volume com a efluxo líquido 

da referida energia através da superfície de controle. 

Os termos de calor podem ser examinados em detalhes. Se existe transferência de calor, 

ele será dividido em efeitos de condução, convecção e radiação, como aplicados em 

termodinâmica, mas para fins da hidrodinâmica do navio estes termos não são 

considerados importantes por serem de ordem muito pequena, sendo mencionados 

apenas ocasionalmente.  

A energia oriunda do trabalho realizado por instante de tempo, 𝑊̇ pode ser divido em 

duas partes, o produzido por máquina, 𝑊̇𝑚 e qualquer forma de trabalho por instante 

de tempo efetuado pelo sistema sobre a sua vizinhança e para ela transferido através de 

uma corrente de transmissão, 𝑊̇𝑒, então 

𝑊̇ = 𝑊̇𝑚 + 𝑊̇𝑒 

𝑊̇𝑒 pode ser dividido em dois: a variação do trabalho destinado a vencer as forças de 

pressão e de tensão viscosa, a fim de assegurar o escoamento do fluido. 

𝑊̇𝑒 = 𝑊̇𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 + 𝑊̇𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎𝑠 

Para 𝑊̇𝑒 importa apenas o que ocorre na superfície de controle, já que o trabalho 

efetuado sobre elementos de fluido no interior do volume de controle resulta da ação 

de forças iguais e diretamente opostas. 

O trabalho da máquina, 𝑊̇𝑚, isola a parte do trabalho que é deliberadamente feita por 

uma máquina (impulsor da bomba, pá do ventilador, pistão ou semelhante) projetando-

se através da superfície de controle no volume de controle. 

A taxa de variação de trabalho feito pelas forças de pressão 𝑊̇𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 ocorre apenas na 

superfície; todo o trabalho nas porções internas do material no volume de controle é 

igual e oposta forças e é auto cancelada. O trabalho de pressão é igual à força de pressão 

sobre um pequeno elemento de superfície 𝑑𝐴 vezes a componente de velocidade 

normal no volume de controle: 

𝑑𝑊̇𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 = −(𝑝 − 𝑉. 𝑛)𝑑𝐴 

O trabalho total da pressão é a integral ao longo de toda a superfície de controle 

𝑊̇𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 = ∬ 𝑝(𝑉. 𝑛)𝑑𝐴 

O trabalho de cisalhamento devido a tensões viscosas ocorre na superfície de controle e 

onde τ é o vetor de tensão na superfície elementar dA . 
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O trabalho de cisalhamento devido a tensões viscosas, 𝑊̇𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎𝑠, ocorre na superfície de 

controle e consiste no produto de cada tensão viscosa (uma normal e duas tangenciais) 

e a um respectivo componente de velocidade: 

𝑑𝑊̇𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎𝑠 = −𝜏. 𝑉𝑑𝐴 

𝑊̇𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎𝑠 = − ∬ 𝜏. 𝑉𝑑𝐴 

onde 𝜏 é o vetor de tensão na superfície elementar dA. 

Substituindo todos os termos na equação original, chega-se a: 

𝑄̇ − 𝑊̇𝑚 − ∬ 𝑝(𝑉. 𝑛)𝑑𝐴 − ∬ 𝜏. 𝑉𝑑𝐴

=
𝜕

𝜕𝑡
∬ (𝑢̂ +

1

2
𝑉2 + 𝑔𝑧) 𝜌 𝑑𝑣𝑜𝑙

𝑉𝑜𝑙

+ ∬ (𝑢̂ +
1

2
𝑉2 + 𝑔𝑧) 𝑝(𝑉. 𝑛)𝑑𝐴

𝑆𝑐

 

 

Hipóteses comum na mecânica dos fluidos 

1 - Incompressibilidade 

2 – Escoamento 2D ( uma dimensão não é considerada, geralmente z) que leva a hipótese  

de apenas duas componentes de velocidade 2C, geralmente empregada em canais, 

dutos e até mesmo no interior de camada limite, e, normalmente um sentido do 

escoamento é muito maior que o outro. Esta é uma exigência para o escoamento seja 

caracterizado como laminar. Os escoamentos bidimensionais são aqueles onde o 

escoamento pode ser completamente definido por linhas de corrente contidas em um 

único plano. 

3 – Permanente ou estacionário, ou seja, invariante no tempo, neste caso, o escoamento 

também tem de possuir característica laminar. 

4 – Totalmente desenvolvido, ou seja, o escoamento não apresenta variação de 

velocidades no espaço, geralmente com escoamento em uma única direção, está 

condição só é aplicada ao campo de velocidades, podendo ocorrer em canais e dutos, 

ou seja, em contornos fechados, onde o escoamento não pode dispersar. Geralmente 

exige que o escoamento seja laminar. Não se aplica à hidrodinâmica do navio. 

5 – Escoamento invíscido, ou seja, as forças viscosas não são importantes, ou são muito 

pequenas quando comparadas com as outras forças existentes, podendo ser 

desprezadas, ou seja, a viscosidade tende a zero. Esta hipótese á aplicado em 

escoamentos com grandes quantidades de movimento, que podem ser devido à grande 

velocidade ou que sejam muito grandes, ou que esteja bem distante do contorno da 

parede. Estas hipóteses são aplicadas à Manobra do Navio, na teoria do propulsor e do 

leme, onde a força de sustentação e arrasto induzido são independentes da viscosidade. 

Neste caso, o escoamento é conhecido como potencial. 
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6 – Inexistência das forças de corpo, é aplicado em muitos casos, mas não pode ser 

aplicado por exemplo em escoamentos com diferentes densidades, fluidos diferentes, 

superfícies livres, etc 

7 – O fluido é newtoniano, ou seja, a viscosidade do fluido é constante independente da 

tensão superficial que está sendo aplicada sobre ele. Exemplos de fluidos newtonianos: 

água e ar. Exemplos de fluidos não-newtonianos: lama fluida, xampu, ketchup e sangue. 

8 – Isotérmico, ou seja, não haverá dissipação de energia na forma de calor no 

escoamento analisado, então, a equação de conservação de energia não será necessária. 

 

Aplicações simples das leis de conservação de massa e de conservação de quantidade 

de movimento - Escoamentos laminares internos fechados 

As duas leis de conservação: massa e quantidade de movimento, constituem 4 equações   

com 4 incógnitas (u,v,w,p). No caso de aplicações relacionadas ao casco do navio, leme 

ou propulsor não existe uma solução analítica até os dias de hoje. No entanto, existem 

casos raros, em escoamentos classificados como totalmente desenvolvidos, no qual 

existe solução analítica. Para fins de entendimento do problema e o procedimento geral 

de como eles poderiam ser resolvidos, serão apresentados estes casos simples, mas 

lembrando novamente eles não têm aplicação prática na hidrodinâmica do navio. 

Procedimento geral para todos os casos 

1 - Observe o tipo de escoamento e configure o seu problema, faça um esquema das 

variáveis envolvidas, geometria do canal, do duto (na hidrodinâmica do navio: do casco, 

do leme ou do propulsor), tipo de escoamento, etc. 

2 - Determine as hipóteses básicas, por exemplo, escoamento incompressível (líquidos 

em geral), permanente (pode ser observado por um longo período sem alterações), 

desenvolvido (mantém um mesmo padrão de velocidades no espaço), valores de 

velocidades que podem ser ignoradas, onde a pressão é constante, etc. 

3 - Identifique as condições de contorno, que são limites definidos no espaço ou tempo. 

4 - Simplifique as equações de conservação de massa e de conservação de quantidade 

de movimento com as hipóteses acima. Inicie a análise com a conservação de massa por 

ser a mais simples 

5 - Resolva a equação de quantidade de movimento, dentro do limite possível, aplicando 

os fundamentos do cálculo aplicado em equações diferenciais parciais. 

6 - Aplique as condições de contorno para descobrir as incógnitas do problema 

Novamente, infelizmente apenas em alguns casos raros existe a solução analítica, em 

casos conhecidos como escoamentos internos fechados, encontrados no interior de 

dutos, tubos e canais. Estes casos são os mais simples apresentados na disciplina de 
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mecânica dos fluidos, por serem totalmente desenvolvidos, onde um padrão de 

velocidade é mantido ao longo do espaço-tempo. 

Os escoamentos internos fechados em canais, quando totalmente desenvolvidos, são 

caracterizados por escoamentos entre duas placas paralelas, tendo uma terceira direção 

se estendo para infinito, sendo então bidimensionais (2D). 

Existem três tipos de escoamentos fechados em canais, em função da força dominante, 

podendo ser de  

1 - pressão 

2 - gravidade 

3 - viscosa 

No escoamento totalmente desenvolvido entre duas paredes, 2D, conduzidos pela força 

de pressão, a pressão em uma extremidade é maior do que o da outra. A diferença de 

pressão gera a variação da quantidade de movimento do fluido, entre as paredes, como 

apresentado na figura abaixo 

 

Para o escoamento conduzido pela força de gravidade, que é uma força de corpo. No 

exemplo apresentado na figura abaixo, existe um ângulo entre o centro do canal e o 

sentido da aceleração da gravidade, ou seja, a força da gravidade é a responsável por 

acelerar o escoamento para montante do canal. 
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Já para o escoamento totalmente desenvolvido conduzido pelas forças viscosas, o 

escoamento está entre duas paredes, mas as paredes possuem velocidades diferentes 

entre elas. Na figura abaixo, uma das paredes esta fixa e outra se move. A força viscosa 

gera a variação da quantidade de movimento entre as placas. 

 

Todos estes casos possuem solução analítica 

Escoamento plenamente desenvolvido dominado pelas forças de pressão 

Iniciando com o escoamento entre duas paredes conduzidos pelas forças de pressão, 

executando o passo a passo recomendado no procedimento geral 

1 – Existem duas paredes estacionárias, existe um escoamento entre elas, uma diferença 

de pressão na entrada, 𝑝1 e a na saída  𝑝2, sendo 𝑝1 > 𝑝2; o sistema de coordenadas 

adotado é cartesiano orientados em relação ao escoamento como indicado na figura 

abaixo, a distância entre as paredes é 𝑎, sendo 𝑦 = 0, na parede de baixo e 𝑦 = 𝑎 na 

parede de cima.  
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2 - Por hipótese o escoamento é incompressível, que pode ser um líquido ou um gás se 

movendo lentamente, então 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Por hipótese o escoamento é permanente, ou seja, independente do tempo, 
𝜕(.)

𝜕𝑡
= 0 

O escoamento é totalmente desenvolvido, ou seja, 
𝜕(𝑢𝑖)

𝜕𝑥
= 0 

O escoamento é bidimensional, 2D, ou seja, 
𝜕(.)

𝜕𝑧
= 0,  𝑤 = 0 

As hipóteses de escoamentos com características permanente, totalmente desenvolvido 

e 2D, são características de um escoamento laminar 

A última hipótese é que não existem forças de corpo atuando no escoamento, 𝜌𝑔𝑥 = 0 

 

3 - O próximo passo é identificar as condições de contorno, 

A primeira condição é a de não escorregamento, ou seja, a velocidade do escoamento 

junto a parede tem de possuir a velocidade da parede, ou seja, 𝑢𝑦=0 = 0 e , 𝑢𝑦=𝑎 = 0 

e 𝑤𝑦=0 = 0 e , 𝑤𝑦=𝑎 = 0 

A segunda condição de contorno é a de impenetrabilidade, ou seja, não podem existir 

velocidades perpendiculares ou normais às paredes, ou seja, 𝑣𝑦=0 = 0 e , 𝑣𝑦=𝑎 = 0  

4 - O objetivo é obter o campo de velocidades no espaço dadas pelas variáveis u, v e w 

a partir de funções conhecidas,  

4a - começando pela Lei de Conservação de massa 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

Tem-se 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 (o escoamento é totalmente desenvolvido) e 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (o escoamento é 

2D), então 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

5a - Integrando o resultado acima 
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∫
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 → 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐶1 

6a 
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6-b Existem 2 constantes a serem determinadas portanto são necessárias duas 

condições de contorno 

𝑢𝑦=0 = 0 e , 𝑢𝑦=𝑎 = 0 

Empregando  

𝑢𝑦=0 →
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
02 + 𝐶10 + 𝐶2 = 0    

Então 𝐶2 = 0    

Com 

𝑢𝑦=𝑎 →
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑎2 + 𝐶1𝑎 + 0 = 0    

Então 𝐶1 = −
1

𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥

𝑎

2
 

Colocando 𝐶1 e 𝐶2 na equação original 

𝑢 =
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑦2 −

1

𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥

𝑎𝑦

2
 

𝑢 =
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
(𝑦2 − 𝑎𝑦) 

O perfil de velocidades então é parabólico e quanto maior a diferença de pressão maior 

a velocidade máxima e quanto menor a viscosidade maior a velocidades máxima. A 

equação acima é conhecida como equação de Poiseuille. 

 

Escoamento plenamente desenvolvido dominado pela força de corpo 

O escoamento entre duas paredes conduzidos pelas forças de gravidade, executando o 

passo a passo recomendado no procedimento geral é dado pela sequência 

1 – Existem duas paredes estacionárias paralelas, existe um escoamento entre elas, a 

componente ortogonal da força de gravidade possui um ângulo (𝜃) com a linha de 
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centro do canal; o sistema de coordenadas adotado é cartesiano orientados em relação 

ao escoamento como indicado na figura abaixo, a distância entre as paredes é 𝑎, sendo 

𝑦 = 0, na parede de baixo e 𝑦 = 𝑎 na parede de cima, tem-se uma nova direção, h, 

alinhada com a direção da força de gravidade  

 

 

2 - Por hipótese o escoamento é incompressível, que pode ser um líquido um gás se 

movendo lentamente, então 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Por hipótese o escoamento é permanente, ou seja independente do tempo, 
𝜕(.)

𝜕𝑡
= 0 

O escoamento é totalmente desenvolvido, ou seja, 
𝜕(𝑢𝑖)

𝜕𝑥
= 0 

O escoamento é bidimensional, 2D, ou seja, 
𝜕(.)

𝜕𝑧
= 0,  𝑤 = 0 

As hipóteses do escoamento ser permanente, totalmente desenvolvido e 2D, são 

características de um escoamento laminar 

Existem forças de corpo 

 

3 - O próximo passo é identificar as condições de contorno, 

A primeira condição é a de não escorregamento, ou seja, a velocidade do escoamento 

junto a parede tem de possuir a velocidade da parede, ou seja, 𝑢𝑦=0 = 0 e , 𝑢𝑦=𝑎 = 0 

e 𝑤𝑦=0 = 0 e , 𝑤𝑦=𝑎 = 0 

A segunda condição de contorno é a de impenetrabilidade, ou seja, não podem existir 

velocidades perpendiculares ou normais às paredes, ou seja, 𝑣𝑦=0 = 0 e , 𝑣𝑦=𝑎 = 0  
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4 - O objetivo é obter o campo de velocidades no espaço dadas pelas variáveis u, v e w 

a partir de funções conhecidas,  

4a - começando pela Lei de Conservação de massa 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

Tem-se 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 (o escoamento é totalmente desenvolvido) e 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (o escoamento é 

2D), então 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

5a - Integrando o resultado acima 

∫
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 → 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐶1 

6a - Aplicando a condição de contorno de impenetrabilidade, na parede, 𝑣𝑦=0,𝑎 = 0, 

tem-se 𝐶1 = 0, ou seja, em qualquer posição 𝑣 = 0 

4b - Fazendo o passo a passo para a próxima equação a ser analisada a Lei da 

conservação da quantidade de movimento, na direção x 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔𝑥 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0, o escoamento é permanente 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 e 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, o escoamento é totalmente desenvolvido 

𝑤
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 e 

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0, o escoamento é 2D 

𝜌𝑔𝑥 ≠ 0, as forças de corpo não podem ser negligenciadas 

Da análise da conservação de massa tem-se que 𝑣 = 0, então 𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 

A equação de Navier-Stokes, fica reduzida a 

0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) + 𝜌𝑔𝑥 

Ou 

μ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) =

𝜕𝑝

𝜕𝑥
− 𝜌𝑔𝑥 

onde  

𝑔𝑥 = 𝑔 sin 𝜃 
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Mas sin 𝜃 =
−𝑑ℎ

𝑑𝑥
 

 

 

A razão para se fazer a troca do seno pela derivada em relação a x é porque já existe uma 

derivada parcial da pressão em relação a x na equação de Navier-Stokes, fazendo com 

que ela possa a ser reescrita na forma 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

1

𝜇

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

 

5b - Integrando com relação a y 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

𝜇

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥
𝑦 + 𝐶1 

Integrando novamente em relação a y para obter 𝑢(𝑦) 

𝑢 =
1

2𝜇

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥
𝑦2 + 𝐶1𝑦 + 𝐶2 

 

6-b Existem 2 constantes a serem determinadas portanto são necessárias duas 

condições de contorno 

𝑢𝑦=0 = 0 e , 𝑢𝑦=𝑎 = 0 

Empregando  

𝑢𝑦=0 →
1

2𝜇

𝜕(𝑝+𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥
02 + 𝐶10 + 𝐶2 = 0    
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Então 𝐶2 = 0    

Com 

𝑢𝑦=𝑎 →
1

𝜇

𝜕(𝑝+𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥

𝑎2

2
+ 𝐶1𝑎 + 0 = 0    

Então 𝐶1 = −
1

𝜇

𝜕(𝑝+𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥

𝑎

2
 

Colocando 𝐶1 e 𝐶2 na equação original 

𝑢 =
1

2𝜇

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥
𝑦2 −

1

𝜇

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥

𝑎𝑦

2
 

𝑢 =
1

2𝜇

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑔ℎ)

𝜕𝑥
(𝑦2 − 𝑎𝑦) 

O perfil de velocidades então é parabólico, como apresentado na figura abaixo. Quanto 

maior for a inclinação do canal (𝜃) maior a velocidade máxima e quanto menor a 

viscosidade maior a velocidades máxima. 

 

 

Escoamento plenamente desenvolvido dominado pelas forças friccionais 

Iniciando com o escoamento entre duas paredes conduzidos pelas forças friccionais, 

executando o passo a passo recomendado no procedimento geral 

1 – Existem duas paredes, uma estacionária em baixo e outra se movendo em cima com 

a velocidade V0, existe um escoamento entre elas, a pressão na entrada, 𝑝1 e a na saída  

𝑝2, são iguais 𝑝1 = 𝑝2; o sistema de coordenadas adotado é cartesiano orientados em 

relação ao escoamento como indicado na figura abaixo, a distância entre as paredes é 𝑎, 

sendo 𝑦 = 0, na parede de baixo e 𝑦 = 𝑎 na parede de cima. 
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2 - Por hipótese o escoamento é incompressível, que pode ser um líquido um gás se 

movendo lentamente, então 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Por hipótese o escoamento é permanente, ou seja, independente do tempo, 
𝜕(.)

𝜕𝑡
= 0 

O escoamento é totalmente desenvolvido, ou seja, 
𝜕(𝑢𝑖)

𝜕𝑥
= 0 

O escoamento é bidimensional, 2D, ou seja, 
𝜕(.)

𝜕𝑧
= 0,  𝑤 = 0 

As hipóteses do escoamento ser permanente, totalmente desenvolvido e 2D, são 

características de um escoamento laminar 

As forças de corpo podem ser negligenciadas 

 

3 - O próximo passo é identificar as condições de contorno, 

A primeira condição é a de não escorregamento, ou seja, a velocidade do escoamento 

junto a parede tem de possuir a velocidade da parede, ou seja, 𝑢𝑦=0 = 0 e , 𝑢𝑦=𝑎 = 𝑉0 

e 𝑤𝑦=0 = 0 e , 𝑤𝑦=𝑎 = 0 

A segunda condição de contorno é a de impenetrabilidade, ou seja, não podem existir 

velocidades perpendiculares ou normais às paredes, ou seja, 𝑣𝑦=0 = 0 e , 𝑣𝑦=𝑎 = 0  

4a - começando pela Lei de Conservação de massa 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

Tem-se 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 (o escoamento é totalmente desenvolvido) e 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (o escoamento é 

2D), então 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

5a - Integrando o resultado acima 

∫
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 → 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐶1 
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6a - Aplicando a condição de contorno de impenetrabilidade, na parede, 𝑣𝑦=0,𝑎 = 0, 

tem-se 𝐶1 = 0, ou seja, em qualquer posição 𝑣 = 0 

4b - Fazendo o passo a passo para a próxima equação a ser analisada a Lei da 

conservação da quantidade de movimento, na direção x 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ μ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) + 𝜌𝑔𝑥 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0, o escoamento é permanente 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 e 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, o escoamento é totalmente desenvolvido 

𝑤
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 e 

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0, o escoamento é 2D 

𝜌𝑔𝑥 = 0, as forças de corpo podem ser negligenciadas 

Da análise da conservação de massa tem-se que 𝑣 = 0, então 𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 

A equação de Navier-Stokes, fica reduzida a 

0 = μ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) 

 

5b - Integrando com relação a y 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝐶1 

Integrando novamente em relação a y para obter 𝑢(𝑦) 

𝑢 = 𝐶1𝑦 + 𝐶2 

6-b Existem 2 constantes a serem determinadas portanto são necessárias duas 

condições de contorno 

𝑢𝑦=0 = 0 e , 𝑢𝑦=𝑎 = 𝑉0 

Empregando  

𝑢𝑦=0 → 𝐶10 + 𝐶2 = 0    

Então 𝐶2 = 0    

Com 

𝑢𝑦=𝑎 → 𝐶1𝑎 + 0 = 𝑉0    

Então 𝐶1 =
𝑉0

𝑎
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𝑢 =
𝑉0

𝑎
𝑦       0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎 

Ou, seja, o perfil do escoamento é linear. Esta equação é conhecida como equação de 

Couette 

 

 

 

 

 

 



  𝛥 x ,   𝛥 y , 𝛥 z


  m = 𝜌 𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


  𝛥 x ,   𝛥 y , 𝛥 z


    u 1


    u 2


      m .  o u t −     m .  i n =     m .  c u b o


  𝛥 y . 𝛥 z


    m . = 𝜌 u A


  u =   𝛥 x  𝛥 t


  A =   𝛥 y . 𝛥 z


      m .  o u t =   𝜌 2   u 2   A 2


      m .  i n =   𝜌 1   u 1   A 1


      m .  i n =   𝜌 1   u 1   A 1


  𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z )


      m .  c u b o =   𝛥 m  𝛥 t =     𝛥 𝜌  𝛥 t 𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


      m .  o u t −     m .  i n =     m .  c u b o


    𝜌 2   u 2   A 2 −   𝜌 1   u 1   A 1 = −   𝛥 𝜌  𝛥 t 𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


  𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


    A 2 =   A 1 = 𝛥 y . 𝛥 z


   (   𝜌 2   u 2 −   𝜌 1   u 1 ) 𝛥 y . 𝛥 z = −   𝛥 𝜌  𝛥 t 𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


   (   𝜌 2   u 2 −   𝜌 1   u 1 ) = − 𝛥  ( 𝜌 u )


  𝛥  ( 𝜌 u ) 𝛥 y . 𝛥 z = −   𝛥 𝜌  𝛥 t 𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


  𝛥  ( 𝜌 u ) 𝛥 y . 𝛥 z +   𝛥  ( 𝜌 v ) 𝛥 x . 𝛥 z +   𝛥  ( 𝜌 w ) 𝛥 x . 𝛥 y = −   𝛥 𝜌  𝛥 t 𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


  v


  w


  𝛥 x .   𝛥 y . 𝛥 z


    𝛥  ( 𝜌 u )  𝛥 x +     𝛥  ( 𝜌 v )    𝛥 y +     𝛥  ( 𝜌 w )  𝛥 z = −   𝛥 𝜌  𝛥 t


  𝛥 → 0 ,       Δ  ( . )  Δ  ( . ) →   𝜕  ( . )  𝜕  ( . )    


    𝜕  ( 𝜌 u )  𝜕 x +     𝜕  ( 𝜌 v )  𝜕 y +   𝜕  ( 𝜌 w )  𝜕 z = −   𝜕 𝜌  𝜕 t


  ∇  ( 𝜌 V ) +   𝜕 𝜌  𝜕 t = 0


  ∇


    𝜕  𝜕 x +     𝜕  𝜕 y +   𝜕  𝜕 z


   ∬  𝜌  ( V .   n ^ )   d  A = −   d  d t  ∭  𝜌     d  V o l


    n ^


    𝜕 𝜌  𝜕 t = 0


  𝜌


    𝜕  ( 𝜌 u )  𝜕 x +     𝜕  ( 𝜌 v )  𝜕 y +   𝜕  ( 𝜌 w )  𝜕 z = 𝜌  (   𝜕 u  𝜕 x +     𝜕 v  𝜕 y +   𝜕 w  𝜕 z )


    𝜕 u  𝜕 x +     𝜕 v  𝜕 y +   𝜕 w  𝜕 z = 0


  ∇ . V = 0


    𝜕 u  𝜕 x


    𝜕 v  𝜕 y


    𝜕 w  𝜕 z


    𝜕 u  𝜕 x = 0


      𝜕 u  𝜕 x =     𝜕 v  𝜕 y


      𝜕 u  𝜕 x =     𝜕 v  𝜕 y +   𝜕 w  𝜕 z


    D  ( m V )  D t =   F


  𝜌   D u  D t


   (   𝜌 1 e     𝜌 2 )


    𝜌 2   u 2   A 2 −   𝜌 1   u 1   A 1 = 0


    𝜌 1 =     𝜌 2


    u 2   A 2 =   u 1   A 1


    A 1 >   A 2


    u 2 >   u 1


    𝜕 u  𝜕 t ≠ 0


    𝜕 u  𝜕 t = 0


      u 1 < u 2 <   u 3


    ∆ u  ∆ t =   ∆ u  ∆ t   ∆ x  ∆ x =   ∆ x  ∆ t   ∆ u  ∆ x = u   ∆ u  ∆ x


    ∆ u  ∆ t =   ∆ u  ∆ t   ∆ y  ∆ y =   ∆ y  ∆ t   ∆ u  ∆ y = v   ∆ u  ∆ y


  𝛥 → 0


    a  x =   𝜕 u  𝜕 t + u   𝜕 u  𝜕 x + v   𝜕 u  𝜕 y + w   𝜕 u  𝜕 z


    a  y =   𝜕 y  𝜕 t + u   𝜕 v  𝜕 x + v   𝜕 v  𝜕 y + w   𝜕 v  𝜕 z


    a  z =   𝜕 w  𝜕 t + u   𝜕 w  𝜕 x + v   𝜕 w  𝜕 y + w   𝜕 w  𝜕 z


    𝜕 u  𝜕 t = 0


    𝜕 v  𝜕 t = 0


    𝜕 w  𝜕 t = 0


    D  (   m  V o l V )  D t =     F  V o l


    m  V o l = 𝜌


    D  ( 𝜌 V )  D t =     F  V o l


  𝜌   D  ( V )  D t =     F  V o l


  𝜎


    𝜎  i j


  p =     F  A


  F =   p A


    F  x =   p 2   A 2 −   p 1   A 1


    A 2 =   A 1 = ∆ y ∆ z


    F  x =  (   p 2 −   p 1 ) ∆ y ∆ z


   (   p 2 −   p 1 ) = ∆ p


    F  x = ∆ p ∆ y ∆ z


      F  x  ∆ x ∆ y ∆ z =   ∆ p  ∆ x


  𝛥 → 0


      F  x    D  V o l =   𝜕 p  𝜕 x


      F  y    D  V o l =   𝜕 p  𝜕 y


      F  z    D  V o l =   𝜕 p  𝜕 z


      F  z    D  V o l =   𝜕 p  𝜕 z


  𝜌   D u  D t = −   𝜕 p  𝜕 x


  𝜌   D v  D t = −   𝜕 p  𝜕 y


  𝜌   D v  D t = −   𝜕 p  𝜕 y


  𝜌   D w  D t = −   𝜕 p  𝜕 z


  𝜌   D w  D t = −   𝜕 p  𝜕 z


    𝜏  i j


    u 1


    u 2


    u 1


    u 2


  𝜏 =     F  A


  F =   𝜏 A


    𝜏  y x =       F  x  A =   m  A   ∆ u  ∆ t


    ∆ u  ∆ t


  ∆ y


    ∆ y  ∆ y


    ∆ u  ∆ t =   ∆ u  ∆ t   ∆ y  ∆ y →   ∆ y  ∆ t   ∆ u  ∆ y


    𝜏  y x =   m  A   ∆ u  ∆ t =   m  A   ∆ y  ∆ t   ∆ u  ∆ y


    m  A   ∆ y  ∆ t


  μ =   m  A   ∆ y  ∆ t


    𝜏  y x = μ   ∆ u  ∆ y


    F  y x =   𝜏 2   A 2 −   𝜏 1   A 1


    A 2 =   A 1 = ∆ x ∆ z


    F  y x =  (   𝜏 2 −   𝜏 1 ) ∆ x ∆ z


    𝜏 2 −   𝜏 1 = ∆ 𝜏


    F  y x = ∆ 𝜏 ∆ x ∆ z


      F  y x  ∆ x ∆ y ∆ z =   ∆ 𝜏  ∆ y


    𝜏  y x = μ   ∆ u  ∆ y


      F  y x  ∆ x ∆ y ∆ z =  ∆  ∆ y  ( μ   ∆ u  ∆ y ) = μ    ∆ 2 u  ∆   y 2


  𝛥 → 0


      F  y x  V o l = μ     𝜕 2 u  𝜕   y 2


      F  y x  V o l = μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 )


  𝜌   D u  D t = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 )


  𝜌   D v  D t = −   𝜕 p  𝜕 y + μ  (     𝜕 2 v  𝜕   x 2 +     𝜕 2 v  𝜕   y 2 +     𝜕 2 v  𝜕   z 2 )


  𝜌   D w  D t = −   𝜕 p  𝜕 z + μ  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +     𝜕 2 w  𝜕   y 2 +     𝜕 2 w  𝜕   z 2 )


  𝜌   D w  D t = −   𝜕 p  𝜕 z + μ  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +     𝜕 2 w  𝜕   y 2 +     𝜕 2 w  𝜕   z 2 )


    F  x =   m g =   𝜌 ∆ x ∆ y ∆ z   g  x


    g  x


      F  x  ∆ x ∆ y ∆ z =   𝜌   g  x


  𝜌   D u  D t = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  x


  𝜌  (   𝜕 u  𝜕 t + u   𝜕 u  𝜕 x + v   𝜕 u  𝜕 y + w   𝜕 u  𝜕 z ) = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  x


  𝜌  (   𝜕 y  𝜕 t + u   𝜕 v  𝜕 x + v   𝜕 v  𝜕 y + w   𝜕 v  𝜕 z ) = −   𝜕 p  𝜕 y + μ  (     𝜕 2 v  𝜕   x 2 +     𝜕 2 v  𝜕   y 2 +     𝜕 2 v  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  y


  𝜌  (   𝜕 w  𝜕 t + u   𝜕 w  𝜕 x + v   𝜕 w  𝜕 y + w   𝜕 w  𝜕 z ) = −   𝜕 p  𝜕 z + μ  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +     𝜕 2 w  𝜕   y 2 +     𝜕 2 w  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  z


  𝜌   D V  D t = − ∇ p + μ  ∇ 2 V + 𝜌 ∇ g


  E = Q − W


    d E  d t =   E .


    d Q  d t =   Q .


    d W  d t =   W .


    d E  d t =   Q . −   W .


  e


  e


  e =   e  i n t e r n a +   e  c i n é t i c a +   e  p o t e n c i a l +   e  o u t r o s


    e  o u t r o s


  e =   u ^ +  1 2   V 2 + g z


    E  s i s t =  ∭  e 𝜌   d v o l


    d E  d t =   𝜕  𝜕 t  ∭  e 𝜌   d v o l +  ∬  e 𝜌  ( V . n ) d A


    W .


      W .  m


      W .  e


    W . =     W .  m +     W .  e


      W .  e


      W .  e =     W .  p r e s s ã o +     W .  v i s c o s a s


      W .  e


      W .  m


      W .  p r e s s ã o


  d A


  d     W .  p r e s s ã o = −  ( p − V . n ) d A


      W .  p r e s s ã o =  ∬  p  ( V . n ) d A


      W .  v i s c o s a s


  d     W .  v i s c o s a s = − 𝜏 . V d A


      W .  v i s c o s a s = −  ∬  𝜏 . V d A


      W .  v i s c o s a s = −  ∬  𝜏 . V d A


  𝜏


    Q . −     W .  m −  ∬  p  ( V . n ) d A −  ∬  𝜏 . V d A =   𝜕  𝜕 t   ∬  V o l   (   u ^ +  1 2   V 2 + g z ) 𝜌   d v o l +   ∬  S c   (   u ^ +  1 2   V 2 + g z ) p  ( V . n ) d A


    p 1


    p 2


    p 1 >   p 2


  a


  y = 0


  y = a


  𝜌 = c o n s t


    𝜕 ( . )  𝜕 t = 0


    𝜕 (   u  i )  𝜕 x = 0


    𝜕 ( . )  𝜕 z = 0


  w = 0


  𝜌   g  x = 0


    u  y = 0 = 0


    u  y = a = 0


      w  y = 0 = 0


    w  y = a = 0


    v  y = 0 = 0


    v  y = a = 0


    𝜕 u  𝜕 x +     𝜕 v  𝜕 y +   𝜕 w  𝜕 z = 0


    𝜕 u  𝜕 x = 0


    𝜕 w  𝜕 z = 0


    𝜕 v  𝜕 y = 0


   ∫    𝜕 v  𝜕 y d y → v = c o n s t =   C 1


    v  y = 0 , a = 0


    C 1 = 0


  v = 0


  𝜌  (   𝜕 u  𝜕 t + u   𝜕 u  𝜕 x + v   𝜕 u  𝜕 y + w   𝜕 u  𝜕 z ) = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  x


    𝜕 u  𝜕 t = 0


  u   𝜕 u  𝜕 x = 0


      𝜕 2 u  𝜕   x 2 = 0


  w   𝜕 u  𝜕 z = 0


      𝜕 2 u  𝜕   z 2 = 0


  𝜌   g  x = 0


  v = 0


  v   𝜕 u  𝜕 y = 0


    𝜕 p  𝜕 x = μ  (     𝜕 2 u  𝜕   y 2 )


  u = u ( y )


      𝜕 2 u  𝜕   y 2 =  1  𝜇   𝜕 p  𝜕 x = c o n s t


  p ( x )


  u ( y )


    𝜕 u  𝜕 y =  1  𝜇   𝜕 p  𝜕 x y +   C 1


  u ( y )


  u =  1  2 𝜇   𝜕 p  𝜕 x   y 2 +   C 1 y +   C 2


    u  y = 0 = 0


    u  y = a = 0


    u  y = 0 →  1  2 𝜇   𝜕 p  𝜕 x  0 2 +   C 1 0 +   C 2 = 0


    C 2 = 0


    u  y = a →  1  2 𝜇   𝜕 p  𝜕 x   a 2 +   C 1 a + 0 = 0


    C 1 = −  1  𝜇   𝜕 p  𝜕 x   a 2


    C 1


    C 2


  u =  1  2 𝜇   𝜕 p  𝜕 x   y 2 −  1  𝜇   𝜕 p  𝜕 x   a y 2


  u =  1  2 𝜇   𝜕 p  𝜕 x  (   y 2 − a y )


  u =  1  2 𝜇   𝜕 p  𝜕 x  (   y 2 − a y )


  ( 𝜃 )


  a


  y = 0


  y = a


  𝜌 = c o n s t


    𝜕 ( . )  𝜕 t = 0


    𝜕 (   u  i )  𝜕 x = 0


    𝜕 ( . )  𝜕 z = 0


  w = 0


    u  y = 0 = 0


    u  y = a = 0


      w  y = 0 = 0


    w  y = a = 0


    v  y = 0 = 0


    v  y = a = 0


    𝜕 u  𝜕 x +     𝜕 v  𝜕 y +   𝜕 w  𝜕 z = 0


    𝜕 u  𝜕 x = 0


    𝜕 w  𝜕 z = 0


    𝜕 v  𝜕 y = 0


   ∫    𝜕 v  𝜕 y d y → v = c o n s t =   C 1


    v  y = 0 , a = 0


    C 1 = 0


  v = 0


  𝜌  (   𝜕 u  𝜕 t + u   𝜕 u  𝜕 x + v   𝜕 u  𝜕 y + w   𝜕 u  𝜕 z ) = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  x


    𝜕 u  𝜕 t = 0


  u   𝜕 u  𝜕 x = 0


  u   𝜕 u  𝜕 x = 0


  w   𝜕 u  𝜕 z = 0


      𝜕 2 u  𝜕   z 2 = 0


  𝜌   g  x ≠ 0


  v = 0


  v   𝜕 u  𝜕 y = 0


  0 = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   y 2 ) + 𝜌   g  x


  μ  (     𝜕 2 u  𝜕   y 2 ) =   𝜕 p  𝜕 x − 𝜌   g  x


    g  x = g  sin ⁡  𝜃


   sin ⁡  𝜃 =   − d h  d x


      𝜕 2 u  𝜕   y 2 =  1  𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x = c o n s t


    𝜕 u  𝜕 y =  1  𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x y +   C 1


  u ( y )


  u =  1  2 𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x   y 2 +   C 1 y +   C 2


    u  y = 0 = 0


    u  y = a = 0


    u  y = 0 →  1  2 𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x  0 2 +   C 1 0 +   C 2 = 0


    C 2 = 0


    u  y = a →  1  𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x     a 2 2 +   C 1 a + 0 = 0


    C 1 = −  1  𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x   a 2


    C 1


    C 2


  u =  1  2 𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x   y 2 −  1  𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x   a y 2


  u =  1  2 𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x  (   y 2 − a y )


  u =  1  2 𝜇   𝜕  ( p + 𝜌 g h )  𝜕 x  (   y 2 − a y )


  ( 𝜃 )


    p 1


    p 2


    p 1 =   p 2


  a


  y = 0


  y = a


  𝜌 = c o n s t


    𝜕 ( . )  𝜕 t = 0


    𝜕 (   u  i )  𝜕 x = 0


    𝜕 ( . )  𝜕 z = 0


  w = 0


    u  y = 0 = 0


    u  y = a =   V 0


      w  y = 0 = 0


    w  y = a = 0


    v  y = 0 = 0


    v  y = a = 0


    𝜕 u  𝜕 x +     𝜕 v  𝜕 y +   𝜕 w  𝜕 z = 0


    𝜕 u  𝜕 x = 0


    𝜕 w  𝜕 z = 0


    𝜕 v  𝜕 y = 0


   ∫    𝜕 v  𝜕 y d y → v = c o n s t =   C 1


    v  y = 0 , a = 0


    C 1 = 0


  v = 0


  𝜌  (   𝜕 u  𝜕 t + u   𝜕 u  𝜕 x + v   𝜕 u  𝜕 y + w   𝜕 u  𝜕 z ) = −   𝜕 p  𝜕 x + μ  (     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 +     𝜕 2 u  𝜕   z 2 ) + 𝜌   g  x


    𝜕 u  𝜕 t = 0


  u   𝜕 u  𝜕 x = 0


  u   𝜕 u  𝜕 x = 0


  w   𝜕 u  𝜕 z = 0


      𝜕 2 u  𝜕   z 2 = 0


  𝜌   g  x = 0


  v = 0


  v   𝜕 u  𝜕 y = 0


  0 = μ  (     𝜕 2 u  𝜕   y 2 )


    𝜕 u  𝜕 y =   C 1


  u ( y )


  u =   C 1 y +   C 2


    u  y = 0 = 0


    u  y = a =   V 0


    u  y = 0 →   C 1 0 +   C 2 = 0


    C 2 = 0


    u  y = a →   C 1 a + 0 =   V 0


    C 1 =     V 0  a


  u =     V 0  a y               0 ≤ y ≤ a

